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Bevor es los geht:
Studierhinweise und Notationen

Studierhinweise

Der vorliegende Kurs Maf3- und Integrationstheorie fiihrt in ein zentrales Gebiet der
Analysis ein. Die moderne Maf$- und Integrationstheorie ist fiir zahlreiche Gebiete
der reinen Mathematik (z. B. Funktionalanalysis, Differentialgeometrie) und der
angewandten Mathematik (insbesondere in Wahrscheinlichkeitstheorie und ma-
thematischer Statistik) unverzichtbar. Auch fiir Anwendungen der Mathematik in
Physik, Technik oder Wirtschaftswissenschaften spielt die Maf- und Integrations-
theorie eine wichtige Rolle. In diesem Kurs tragen wir die — unserer Meinung nach —
wichtigsten Grundlagen der Maf- und Integrationstheorie zusammen, wie sie jeder
Mathematiker kennen sollte.

Der vorliegende Kurs 01145 Maf- und Integrationstheorie ist fester Bestandteil
des Bachelorstudiengangs ,,Mathematik®. Vollzeitstudierenden raten wir den Kurs
im dritten Semester zu bearbeiten (bei Studienbeginn im Wintersemester) oder im
zweiten Semester (bei Studienbeginn im Sommersemester). Bei Teilzeitstudieren-
den raten wir den Kurs im flinften bzw. vierten Semester zu belegen. Fiir Studie-
rende andere Studiengéinge (wie Diplom oder Master) kann der Kurs eine sinnvolle
Ergénzung im Bereich Analysis und/oder Stochastik sein.

Im Lehrtext sind viele Aufgaben eingestreut, zu denen Sie Musterlosungen im
Anhang des jeweiligen Kapitels finden. Wir empfehlen sehr dringend, dass Sie
diese Aufgaben zunéchst versuchen selbststindig zu losen. Konsultieren Sie die
Musterlosung erst dann, wenn Sie die Aufgabe selbst gelost haben oder wirklich
nicht mehr weiterkommen. Mathematik lernt man vor allem durch Problemlosen.
Neben den Aufgaben im Text dienen dazu insbesondere die Einsendeaufgaben.
Zu jeder Kurseinheit erhalten Sie (in der Regel vier) Einsendeaufgaben, fiir deren
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6 Studierhinweise und Notationen

Bearbeitung Sie jeweils zwei Wochen Zeit haben (ab offiziellem Bearbeitungsbeginn
der Kurseinheit). Die von Thnen eingeschickten Losungen erhalten Sie gemeinsam
mit den Musterlosungen korrigiert zuriick. Die aktive Teilnahme an der Losung
dieser Aufgaben ist nicht einfach ein zusitzliches Angebot; es ist vielmehr die
zentrale Moglichkeit, den Stoff zu erlernen und zu vertiefen. Auch die Klausur
zum Abschluss des Kurses wird aus Aufgaben bestehen, die mit Einsendeaufgaben
vergleichbar sind.

Als Vorwissen wird fiir diesen Kurs nur der Kurs 01141 ,,Mathematische Grund-
lagen® vorausgesetzt. Natiirlich konnen Sie dieses Grundwissen auch auf andere
Art erworben haben, etwa durch die Kurse Analysis (01134) und Lineare Algebra
(01104). An einigen Stellen dieses Kurses benotigen wir Konzepte und Ergebnisse
aus der linearen Algebra, wie sie z. B. im Kurs 01143 vermittelt werden. Wenn Sie
diesen Kurs gleichzeitig belegen, haben Sie diese Kenntnisse dort bereits erworben,
bevor Sie im vorliegenden Kurs gebraucht werden.

An einigen Stellen bendtigen wir Kenntnisse aus der Analysis, die in den ,,Mathe-
matischen Grundlagen® nicht enthalten sind. Diese Begriffe, Resultate und meist
auch Beweise sind im vorliegenden Kurs enthalten. Der Kurs Analysis (01144)
kann dafiir zur Vorbereitung oder Vertiefung dienen, sein Inhalt wird jedoch fiir
den vorliegenden Kurs nicht benotigt.

Es gibt eine Anzahl guter Lehrbiicher iiber Ma$- und Integrationstheorie. Wir ha-
ben uns fiir diesen Kurs insbesondere an den folgenden Monografien orientiert, die
wir dem Leser auch zur Vertiefung und Abrundung des Stoffs empfehlen kénnen:

Heinz Bauer: Ma$- und Integrationstheorie
2. Auflage, de Gruyter 1992

und
Jirgen Elstrodt: MaB- und Integrationstheorie

2. Auflage, Springer 1998.
Letzteres Buch zitieren wir z. B. im Text gelegentlich als Elstrodt.

Auf den Kurs 01141 Mathematische Grundlagen verweisen wir durch Hinweise wie
,MG, Kapitel 17“ An dieser Stelle danken wir der Autorin von MG, Frau Prof.
Dr. Unger fiir wertvolle Starthilfe zum Schreiben des vorliegenden Kurses.

Dartiber hinaus empfehlen wir Thnen Lehrbticher aus der Analysis, z.B.

Martin Barner, Friedrich Flohr, Analysis I und II
de Gruyter 2000 und 1989
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Otto Forster, Analysis 1-3
Vieweg + Teubner 2008-2009

Walter Rudin, Analysis
Oldenburg 1998

und (in Englisch):

Serge Lang, Real Analysis
Addison-Wesley 1983

Der Kurs Maf- und Integrationstheorie beginnt in Kurseinheit 1 mit einer Wie-
derholung und Vertiefung des Riemann-Integrals. Sie lernen auflerdem Begriffe wie
gleichméBige Stetigkeit und gleichméfiige Konvergenz und das Riemann-Stieltjes-
Integral kennen.

Kurseinheit 2 ist verschiedenen Grundlagen gewidmet, die Sie fiir die folgenden
Kurseinheiten brauchen. Es bietet einen Mix aus Mengenlehre, Analysis, Topolo-
gie und Funktionalanalysis. Alle notigen Begriffe werden eingefiihrt, die meisten
Resultate bewiesen.

Kurseinheit 3 und 4 entwickeln die Theorie der Mafle. Dabei ist das Volumenmafl
in R? (Lebesgue-MaB) von beispielgebender Bedeutung, aber auch andere wichtige
Mafle werden eingefiithrt und ausfiihrlich diskutiert.

Kurseinheit 5 behandelt die Integrationstheorie, die auf der Mafltheorie aufbaut.
Wir definieren das Lebesgue-Integral und seine Verwandten und zeigen insbeson-
dere die wichtigen Konvergenzsitze (Satz von der monotonen Konvergenz, Satz
von der majorisierten Konvergenz).

Kurseinheit 6 beschéftigt sich schwerpunktméBig mit der Integration im R

Die abschlieffende Kurseinheit 7 gibt einen Uberblick iiber weitere Themen der
Maf3- und Integrationstheorie und insbesondere einen Ausblick auf wichtige An-
wendungsgebiete in Funktionalanalysis und Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Wir haben eine Internetseite eingerichtet, in der wir iber Korrekturen am Skript,
iiber zusétzliche Hinweise und aktuelle Neuigkeiten informieren. Gerne nehmen wir
Vorschldge zu Gestaltung, Verdnderung und Ergédnzung der Seite entgegen. Wir
raten Thnen dringend, diese Web-site von Zeit zu Zeit zu besuchen:

http://www.fernuni-hagen.de/WTHEORIE/kurse/MInt.html

Noch eine Bitte in eigener Sache: Leider wird dieser Kurs trotz mehrfachem Kor-
rekturlesen Druckfehler und Unstimmigkeiten enthalten. Vielleicht ist auch die
eine oder andere Argumentation unverstindlich oder fehlerhaft. Moglicherweise
wiinschen Sie sich einige Themen ausfithrlicher oder weniger ausfiihrlich behan-
delt. Bitte teilen Sie uns dies Alles mit. Wir sind bei der Verbesserung des Textes
auf Thre Mitwirkung angewiesen!

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg (und vielleicht auch ein bisschen Spafl) beim Be-
arbeiten des Kurses.
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Mathematische Notationen

A := B bedeutet: ,,A wird definiert als B

N bezeichnet die natiirliche Zahlen: {1,2,...}, bei Ny nehmen wir noch die Null
dazu, also Ny = {0,1,2,...}. Z sind die ganzen Zahlen und Q sind die rationalen
Zahlen, also die Zahlen § mit p € Z und ¢q € N.

R bezeichnet die reellen Zahlen, Ry = {x € R |z > 0}.

Wir nennen eine reelle Zahl x positiv, wenn x > 0 ist. Wenn wir x > 0 meinen,
sagen wir x ist strikt positiv.

(a,b) ={r €R|z>aund x < b}
[a,b) :={r€R|z>aund x < b}
(a,b] :={z€R|x>aund z < b}
[a,b ={reR|z>aund x <b}
() ist die leere Menge { }.

N C M bedeutet: N ist eine Teilmenge von M. Das heifit, dass jedes Element von
N auch ein Element von M ist. Insbesondere gilt fiir jede Menge M: () € M und
M C M. N C M heift N C M, aber N # M. Zwei Mengen M und N heiflen
disjunkt, wenn sie keine gemeinsamen Elemente haben, wenn also M NN = () gilt.

Mengendifferenzen schreiben wir A\ B := {x | z € A und = ¢ B}. Wir schreiben
auch CA := M \ A, wenn die Grundmenge M aus dem Zusammenhang klar ist.

Sind f und g Abbildungen mit f : M — N und g : N — K, dann ist die Abbildung
go f: M — K definiert durch go f(z) := g(f(z)).

Eine Funktion f : R — R heit monoton wachsend (oder monoton steigend oder
isoton), wenn aus x < y folgt, dass f(z) < f(y) gilt und streng monoton wachsend
(oder streng monoton steigend oder streng isoton), wenn aus x < y die Aussage
f(x) < f(y) folgt. Entsprechend folgt aus z < y fir monoton fallende (oder
antitone) Funktionen, dass f(z) > f(y) ist, und fir streng monoton fallende (oder
streng antitone) Funktionen, dass f(z) > f(y) gilt.

Sind A und B Aussagen, dann ist die Konjunktion A A B von A und B diejenige
Aussage, die genau dann wahr ist, wenn A und B beide wahr sind. Die Disjunktion
AV B von A und B ist diejenige Aussage, die genau dann wahr ist, wenn mindestens
eine der Aussagen A oder B wahr sind. Die Aussprache von A A B ist ,,A und B*
und die von AV B ist ,,A oder B*
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Die Implikation A = B von Aussagen A und B bedeutet: Ist A wahr, dann
ist B wahr. Sie wird als ,aus A folgt B“ oder ,A impliziert B* ausgesprochen.
Insbesondere gilt: Die Implikation A = B ist schon dann wahr, wenn die Aussage
A falsch ist. ,aus Falschem kann man Alles folgern.* Analog bezeichnet A <= B:
Ist B wahr, dann ist A wahr. Sie wird als ,aus B folgt A“ oder ,,B impliziert A*
ausgesprochen.

Die Aquivalenz A <= B von Aussagen A und B bedeutet A => B und A < B.
Sie wird als ,,A und B sind dquivalent* ausgesprochen. Haufig werden wir in diesem
Kurs Aquivalenzen A <= B dadurch zeigen, dass wir im ersten Teil des Beweises
A = B zeigen, das deuten wir durch ,=“ am Beginn dieses Beweisteiles an, und
dann im zweiten Teil die Implikation A <= B (also B = A) zeigen, was wir
durch ein ,,<=* einleiten.

Eine Aussage ,es gibt ein z“ wird mit Hilfe vom Existenzquantor 3 ausgedriickt:
3,. Die Aussage J,.cnrA(z) bedeutet: ,Es gibt ein x € M und fiur dieses x gilt
die Aussage A(z). Der Allquantor V wird verbal durch ,Fir alle* ausgedriickt; ¥,
bedeutet 'fir alle x* Insbesondere bedeutet V,ep A(x): JFir alle z € M gilt die
Aussage A(x). noch ausfiihrlicher geschrieben: ,Fir alle x gilt: z € M — A(x)“
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Griechische und andere Buchstaben

Wie in der Mathematik tiblich und wohl unvermeidlich benutzen wir Buchstaben
des griechischen Alphabets, insbesondere

« sprich: ,alpha®, das griechische ,a*

I} sprich: ,beta‘, das griechische ,,b*

v sprich: ,,gamma®, das griechische ,,g“

) sprich: ,delta”, das griechische ,,d“

A sprich: , Delta‘, das griechische ,D*

€ sprich: ,epsilon®, das griechische e

A sprich: ,lambda‘®, das griechische ,,1*

I sprich: ,mi*, das griechische , m“

v sprich: ,ni*, das griechische ,n“

X sprich: ,chi®, das griechische ,,ch®

w sprich: ,omega*, das griechische (lange) ,,0¢
Q sprich: ,,Omega‘, das griechische (lange) ,0¢
Dartiber hinaus benutzen wir ,,Schonschrift-Buchstaben, wie A,C,7J, die man

(z. B.) ,,Skript-A“, | Skript-C* usw. spricht.
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Kapitel 1

Das Riemann-Integral

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem ,Riemann-Integral“, das Sie aus
dem Kurs ,Mathematische Grundlagen“ — und vielleicht auch aus der Schule —
kennen.

Wir werden zunéchst die Definition wiederholen und an einige wichtige Eigenschaf-
ten erinnern, andere neu beweisen.

Zur Vorbereitung auf dieses Kapitel empfehlen wir [hnen, sich noch einmal den In-
halt des Kapitels 19 (aus Kurseinheit 7) des Kurses ,Mathematische Grundlagen*
ins Gedachtnis zu rufen. Sie werden auflerdem die Begriffe ,,Grenzwerte von Fol-
gen“ (Kapitel 12) und ,Stetigkeit“ sowie ,,Grenzwerte von Funktionen“ (Kapitel
14) aus diesem Kurs brauchen. Im Folgenden kiirzen wir den Kurs ,Mathemati-
sche Grundlagen® als ,MG* ab. Ein Zitat wie ;MG 14.3.4“ zum Beispiel weist hin
auf die Definition der Konvergenz einer Funktion im Kapitel 14 Abschnitt 3 des
Kurses Mathematische Grundlagen.

13
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1.1 Definition und elementare Eigenschaften

1.1.1 Vereinbarung: Im Folgenden sind a und b reelle Zahlen, fiir die a < b gilt.

1.1.2 Definition: Eine Partition des Intervalls [a, b] ist eine Folge P von endlich
vielen reellen Zahlen tg,t,...,t, fir die gilt:

(1) toza,tn:b,

(2) to <t <...<t,.

Die Zahlen tg,...,t, heiflen die Stiitzpunkte von P, wir schreiben die Partition
P auch als P = (tg,...,t,). Die Menge aller Partitionen von [a, b] bezeichnen wir
mit Z([a, b]).
1.1.3 Definition: Ist f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion und
P = (tg,...,t,) eine Partition von [a, b], dann setzen wir fir i =1,...,n:
und

M; =sup{f(z) | ti-1 <z <t} (1.2)

Dann definieren wir die Untersumme U( f, P) als
U(f,P) = imi(ti —ti1) (1.3)
i=1
und die Obersumme O(f, P) als
O(f,P) = i M;(t; —t;iq). (1.4)
i=1

1.1.4 Bemerkung: Nur wenn f beschrankt ist, sind alle m; und alle M; definiert!
Deshalb haben wir in Definition 1.1.3 die Beschréanktheit von f gefordert.

1.1.5 Definition: Ist a < b und f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion, dann
heiflit f Riemann-integrierbar, wenn gilt:

sup{U(f, P) | P € Z([a,b])} = mf{ O(f, P) | P € Z([a,b])}.

Ist f Riemann-integrierbar, dann heif3t

/f(x) dx = sup{U(f, P) | P € Z([a,b])} (=nf{ O(f, P)| P € Z([a,b])})

das Riemann-Integral von f (von a bis b oder auf [a, b]).
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1.1.6 Bemerkung: Im Kurs MG werden Riemann-integrierbare Funktionen ein-
fach ,integrierbar” genannt. Wir werden in diesem Kurs allgemeinere Integrierbar-
keitskonzepte betrachten. Zur Unterscheidung fiigen wir hier die Vorsilben ,Rie-
mann‘ an.

Ist eine Funktion f auf der Menge M C R definiert und [a,b] C M, dann sagen
wir, dass f auf [a, b] Riemann-intergrierbar ist, wenn die Einschrankung von f auf
das Intervall [a, b] Riemann-integrierbar ist.

1.1.7 Definition: Fiur b < a definieren wir

/bf(x) dz = —/af(x) dz, (1.5)

falls f tber [b, a] Riemann-integrierbar ist.

AufBlerdem setzen wir

/f(x) dxr = 0. (1.6)

Im Kurs MG wurde bereits die folgende Formulierung fiir die Riemann-Integrier-
barkeit bewiesen:

1.1.8 Proposition: Ist a < b und f : [a,b] — R beschrankt, dann ist f genau
dann Riemann-integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Partition P von [a, b

gibt, so dass O(f, P) —U(f, P) < ¢ ist.

Aus dem Kurs MG kennen wir bereits die folgenden Satze (MG 19.1.16, 19.1.11):

1.1.9 Satz: Sind die Funktionen f und g auf [a, b] Riemann-integrierbar und sind
a, € R, dann ist die Funktion

hz) = af(z) + By(z) (1.7)

auf [a, b] Riemann-integrierbar und es gilt:

/bh(:v) da::a/bf(a:) d:)s+ﬁ/bg(:r) dx. (1.8)
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1.1.10 Satz: Sei a < ¢ < b. Ist die Funktion f : [a,b] — R auf [a, ¢] und auf [c, D]
Riemann-integrierbar, dann ist f auf [a, b] Riemann-integrierbar und es gilt:

/bf(x)dx:/cf(x)dx—i-/bf(x)dx. (1.9)

Wir beweisen den folgenden Satz, der die Monotonie des Integrals ausdriickt:

1.1.11 Satz: Sind f und g auf [a,b] Riemann-integrierbare Funktionen und gilt
f(z) < g(z) fir alle x € [a, b], dann folgt

/bf(x) dr < /bg(x) dz. (1.10)

Beweis: Da f(z) < g(z) gilt, folgt fir jede Partition P € Z([a,b]):
Uf,P)<Uly,P)
(und O(f, P) < O(g, P)). Also gilt auch
[f@ar = s usp)

PeZ([a,b])

< sup U(g, P)
PeZ(jab])

- / g(x) dz.

a

O

1.1.12 Korollar: (a) Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar und gilt f(z) > 0 fir

b
alle x € [a, ], dann gilt: /f(a:) dx > 0.

(b) Ist f auf [a, b] Riemann-integrierbar und gilt m < f(z) < M fir alle x € [a, D]
mit Zahlen m, M € R, dann gilt:
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Beweis:
(a) Ergibt sich aus b) mit m = 0.

(b) Es sei h(z) =m fir alle x € [a,b]. h ist Riemann-integrierbar auf [a, b] mit

/abh(a:) dx =m(b—a).

Es gilt
h(z) < f(x).
Also ist nach Satz 1.1.11
b b
m(b—a) = /h(x)dx < /f(x)dx
Die obere Schranke zeigt man analog. a

1.1.13 Satz: Ist die Funktion f : [a,b] — R beschrinkt und ist f auf allen
Intervallen [c, d] C (a,b) Riemann-integrierbar, dann ist f auch auf [a, b] Riemann-
integrierbar.

Beweis: Da f beschriankt ist, gibt es ein C, so dass fir alle z,y € [a,b] gilt:
[f(z) = fly)] < C.

Nun sei £ > 0 gegeben. Wir wihlen ¢,d € [a,b] so, dass a < ¢ < d < b ist und
c—a < ;57 sowie b —d < {5 gelten.

Nach Voraussetzung ist f auf [¢, d] Riemann-integrierbar, also gibt es (nach Pro-
position 1.1.8) eine Partition P’ = (to,...,t,) von [c,d] mit:

O(f,P') —U(f, P) < Z
Wir setzten m = infiejq,q f() und M = sup,¢(, q f(7) sowie m = inf,epay f(2)
und M = sup,¢qy f(2).

Durch Hinzunahme der Stiitzstellen a und b zur Partition P’ = (t, ..., t,) entsteht
die Partition P = (a, to, ..., t,,b) von [a,b].

Es gilt:

O(f,P)—Z/“f,P)
= (M —m)(c—a) + O(f,P') ~U(f, P") + (M — ) (b—d)
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O

i+ bowei . . . F ) nd. Wi L
Wir beweisen nun, dass ,,viele“ Funktionen Riemann-integrierbar sind. Wir begin
nen mit:

1.1.14 Satz: Sei f : [a,b] — R monoton. Dann ist f Riemann-integrierbar auf
[a, b].

Notation: Eine Funktion f : R — R heifft monoton steigend, wenn
aus ¢ < y die Ungleichung f(z) < f(y) folgt, und streng monoton
steigend, wenn aus z < y die Ungleichung f(z) < f(y) folgt. Sie heifit
monoton fallend, wenn aus x <y  f(z) > f(y) folgt, und streng
monoton fallend, wenn aus x <y  f(z) > f(y) folgt.

Eine Funktion f heifit monoton, wenn sie monoton steigend oder mono-
ton fallend ist.

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir eine monoton steigende Funktion f, fiir mo-
noton fallendes f ist der Beweis analog.
Ist P = (to,...,t,) eine Partition von [a, b], dann gilt wegen der Monotonie von f:

m; = inf{f(z) [tis1 <@ <t} = f(tim1)

und
M; = sup{f(z) [ ti-1 <@ < t;} = f(t)-
Daher gilt
U(f, P) = Zf(ti—l)(ti —ti-1)
i=1
und

O(f, P) = Zf(tz‘)(tz' —tio1).

Deshalb gilt:

n

O(f, P) =U(f, P) =Y (f(t:) = f(ti)(t: — tin).

=1
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Wir wihlen jetzt € > 0 und eine Partition P = (t¢,...,t,) mit

wobei § > 0 ist. Der genaue Wert von ¢ wird spater in Abhéngigkeit von £ gewéhlt.

Fiir eine solche Partition gilt

n

O(f, P) =U(f, P) = (f(t:) = (i) (ts = i)

<D (flt) = f(tia)) o
=0y (ft) = f(ti))

Die Summe Z (f(t;) — f(ti—1)) ist eine , Teleskop-Summe*, d.h.:
i=1

n

Z (f(t:) = fticr)) = (f(t1) = f(to)) + (f(t2) = f(t1)) (1.12)

! + (f(ts) = f(t2)) + ...
+ (f(tne1) = ftn2)) + (f(tn) — f(ta=1))-

In dieser Summe fallen fast alle Terme weg, weil sie einmal mit ,+“ und einemal
mit ,-“ vorkommen. Ubrig bleibt

Z (f(ti) - f(ti—l)) = f(t,) — f(to)
= f(b) = f(a).
Daher gilt

Wenn wir also (siehe (1.11)) §(P) < & so klein machen, dass (f(b) — f(a))d <e
ist, dann gilt

Also ist f nach Proposition 1.1.8 Riemann-integrierbar. a
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Studierhinweis: Den Satz 1.1.15 haben Sie bereits als Korollar zum
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung im Kurs MG kennenge-
lernt. Hier geben wir einen anderen, etwas direkteren Beweis. Fiir diesen
Beweis bendtigen wir den Begriff der gleichméfigen Stetigkeit, der auch
in anderen Zusammenhangen sehr wichtig ist.

Wenn Sie den Kurs ,,Analysis“ bearbeitet haben, dann sollten Sie den
Begrift der gleichméafiigen Stetigkeit bereits kennen. Fiir alle, die diesen
Begriff nicht (oder nicht mehr) kennen, gibt es den Anhang ,,GleichméBige
Stetigkeit“ in diesem Kapitel. Dort wird der Begriff der gleichméfBigen
Stetigkeit eingefiihrt und erldutert. Insbesondere wird dort bewiesen, dass
jede auf [a, b] stetige Funktion dort sogar gleichméfBig stetig ist.

Wir wenden uns nun dem folgenden wichtigen Satz zu:
1.1.15 Satz: Ist f : [a,b] — R stetig, dann ist f auf [a, b] Riemann-integrierbar.
Im Beweis von Satz 1.1.15 benétigen wir folgendes Resultat:

1.1.16 Satz: Ist f : [a,b] — R stetig, dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0, so
dass fiir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < J folgt, dass

[f(x) = fly)l <e
gilt.

1.1.17 Bemerkung: Dieser Satz besagt, dass zu € > 0 die Zahl 6 > 0 unabhéngig
von x (bzw. y) gewahlt werden kann.

Den Beweis von Satz 1.1.16 finden Sie im Anhang zu diesem Abschnitt oder im
Kurs ,,Analysis*.

Beweis von Satz 1.1.15:
Zunachst ist die Funktion f wegen MG 14.2.8 beschréankt. Wir setzen zu n € N:

b—a

" = a4+ k——. (1.13)
n
Dann ist
P, = (¢ 4
eine Partition von [a, b] und es gilt t,(:) — t,(f_)l = ¢ k=1,...,n. Da die Funktion

f nach Voraussetzung auf [a, b] stetig ist, gibt es nach Satz 1.1.16 zu jedem ¢ > 0
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ein n € N, so dass

b—
< falls |z —y| < 2 ¢

gilt (z,y € [a,b]).
Wir untersuchen nun die Ober- und Untersumme zur Partition P,:

b—a

O<f7 Pn) - ZMk
k=1

k=1

n

n
Dabei ist — wie iiblich —
M, = sup f(x), my = inf  f(x). (1.14)
t—1 STty 1 Sesty
Fir z,y € [tr_1,t] gilt |z —y| < I’_T“ < 2”‘7‘1. Fir n grofl genug ist also (fiir
T,y € [tr1,t]) .
— <

@) = £0)] < 37—

und daher auch .
M, — <
(M = mil < 57—

Folglich gilt
O(f,Pn) _u(fvpn)

n

b—a
< (M, — my)
n
k=1
< b—a €
. n .
- on 2(b—a)
_ = <e€
= 3 .
Nach Proposition 1.1.8 ist daher f integrierbar. a

Satz 1.1.15 lasst sich in verschiedene Richtungen verallgemeinern. Hier folgt eine
wichtige Verallgemeinerung:

1.1.18 Satz: Ist die Funktion f auf [a,b] beschrankt und gilt fir eine endliche
Menge M, dass f auf der Menge [a,b] \ M stetig ist, dann ist f auf [a, b] Riemann-
integrierbar.
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1.1.19 Aufgabe: Beweisen Sie Satz 1.1.18!

1.1.20 Satz: Ist f stetig auf [a,b], f(x) > 0 fir alle z € [a, b] und gilt

/bf(x)dSE:O,

dann folgt
f(z) =0 firalle z € a,b.

Beweis: Angenommen f(zq) > 0 fir ein zy € [a, b]. Dann muss wegen der Stetig-
keit von f gelten, dass es fiir € = 3 f(z¢) > 0 ein 6 > 0 gibt mit

|f(z) = f(zo)| <€
fur alle z mit |z — 29| < ¢ (und z € [a, b]). Dies impliziert
f(a) > 3 Flwo) (115)

fir alle |x —zo| < d (und x € [a, b]). Es gibt also ein Intervall [¢, d] C [a,b], (¢ < d),
so dass f(z) die Ungleichung (1.15) fir alle = € [c, d] erfiillt. Also folgt

/bf(x)dxz/df(x)dx
Z/d%f(xo)dx

c

_ %f(xo)(d— ¢) >0

b
im Widerspruch zur Voraussetzung / f(x)dz =0.

Also war die Annahme, dass f(zq) > 0 ist, falsch. O

1
1.1.21 Beispiel: Fiir f(z) = sinz gilt /f(a:) dx = 0, aber offenbar ist f(z)
1

nicht fir alle z € [—1, 1] gleich Null. Das i;t kein Widerspruch zu Satz 1.1.20, weil
f(z) =sinx in [—1, 1] nicht grofer oder gleich Null ist.
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1.1.22 Aufgabe: Wo haben wir die Voraussetzung f(x) > 0 im Beweis von Satz
1.1.20 eigentlich verwendet?

1.1.23 Satz: Ist f : [a,b] — R stetig und gilt fir alle [¢,d] C [a, b]

/df(fC)d«%’ZO,

dann gilt:
f(z) =0 firalle z€[a,b.

Beweis: Angenommen f(zg) # 0 fir ein xy € [a,b]. Wir diirfen annehmen, dass
f(zo) > 0. (Der Beweis ist fir f(zg) < 0 vollig analog.)
Wegen der Stetigkeit von f gibt es (wie im vorigen Beweis) ein Intervall

[e,d] C [a,b] mit ¢ < d, so dass

f(@) = 5 flzo) >0

N | —

fir alle z € [, d] gilt. Also gilt auch

d
1
/f(x) > éf(xo) (d—c)>0
im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Die Aussage der Satze 1.1.20 und 1.1.23 sind falsch, wenn man die Stetigkeit von
f nicht voraussetzt. Sei dazu

1.1.24 Definition: Ist A C R, dann definiert

1 fallsx e A,
xalx) = { (1.16)
0 sonst

die charakteristische Funktion x4 : R — R der Menge A.

Dann gilt:

b
1.1.25 Proposition: /X{o} (x) dx = 0 fir beliebige a,b € R, a < b.
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Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Untersuchung von Ober- und Un-
tersummen und zeigen damit auch die Riemann-Integrierbarkeit. Wir wahlen ein
Intervall [a,b] mit @ < b und 0 € [a, b].

(Ist 0 & [a,b], dann ist x{o}(z) = 0 in [a,b] und damit die Behauptung trivial.)
Ist P = (to,...,t,) eine Partition von [a,b], dann gilt, dass U (x{o}, P) > 0.

Wir wahlen nun P so, dass

ist. Dann folgt
O(X{0}7P> S 57

also ist inf O(xoy, P) = 0 = supU(xq03, P) = X{o} ist Riemann-integrierbar und
b

/X{O} (x)dz = 0. O

a

Leider gibt es auch ,, harmlos wirkende® Funktionen, die nicht Riemann-integrierbar
sind. Im Folgenden werden wir dazu ein Beispiel kennenlernen.

1.1.26 Definition: Fiir D = QN [0, 1] heiBt die Funktion yp die Dirichletfunk-
tion.

1.1.27 Bemerkung: Es gilt also

{1 reQnlo,1], (1.17)

0 sonst.

1.1.28 Satz: Die Dirichletfunktion xp : [0,1] — R gegeben in (1.17) ist nicht
Riemann-integrierbar.

Beweis: In jedem Intervall [s,¢] C [0,1] mit s < ¢ liegen sowohl rationale Zahlen
als auch irrationale, d.h. [s,#] N Q # 0 und [s,¢] N ([0,1] \ Q) # (. Ist also P =
(to,t1,...,t,) eine Partition von [0, 1], dann gilt:

mr = inf{xp(x) | tk—l S T S tk} =0
und
My, =sup{xp(z) | ts-1 <ax <t} =1

Also gilt U(xp, P) = 0 und O(xp, P) = 1 fir jede Partiton P von [0, 1], folglich
ist xp nicht Riemann-integrierbar. a
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1.1 A Anhang: Gleichmaflige Stetigkeit.

In diesem Anhang fiihren wir den Begriff der gleichméafigen Stetigkeit ein.
Der Anhang ist gedacht fiir alle, die diesen Begriff noch nicht kennen oder
ihn wiederholen wollen.

Sei M C R. Eine Funktion f : M — R heifit stetig in M, wenn f in jedem Punkt
x € M stetig ist, d.h. zu jedem z € M und jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0 (das von
e und x abhingen darf), so dass gilt:

Aus y € M und |y — x| < ¢ folgt | f(y) — f(z)| < e.

1.1.29 Beispiele:
1. Die Funktion f: (0,1) — R, f(x) = 2% ist in (0, 1) stetig.
2. Die Funktion g : (0,1) — R, g(z) = 2 ist in (0,1) stetig.

Wir beweisen die Stetigkeit von f (aus 1.1.29 Beispiel 1): Wir rechnen

fly) = f(@)] = ly* — 27|
=ly+al-|y—zl
< 2|y — x| (weil z,y € (0,1)).

Ist also € > 0, dann wéahlen wir

d=—¢. (1.18)

Ist |y — 2| < 9, dann ist

1f(y) — f(z)] <2y —z| <e.

Beachten Sie, dass wir ¢ unabhéngig von x wahlen konnten!

Fiir das Beispiel 2 in 1.1.29 zeigen wir die Stetigkeit folgendermaflen: Fir z,y > 0
ist
1

11 _Jz—y
y T ’

Y
Ist also € > 0, dann ist |g(y) — g(z)| < ¢ falls |z — y| < exy. Wahlen wir

9(y) — g(a)| = |

2

o
—min (X 2 11
J m1n(52,2), (1.19)
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dann folgt aus |x — y| < § zunéchst

y=1r—(r—y)
>x—|r—y|
>z —90
xr
> T — =
- 2
_
2

und ferner

X
Ty
12

€5

< =ec.

N

z2
2
Beachten Sie, dass 0 nicht nur von e sondern auch von x abhéngt. Insbesondere
muss (unser) § immer kleiner gewéhlt werden, wenn x klein wird.

1.1.30 Definition: Sei M C R. Eine Funktion f : M — R heifit gleichmafig
stetig auf M, wenn gilt:

Zu jedem £ > 0 gibt es ein § > 0 (das von ¢, aber nicht von x abhéngen darf), so
dass fiir alle v € M gilt: Ist y € M und |y — 2| < § dann gilt |f(y) — f(z)]| <e.

1.1.31 Beispiele:

L. f:(0,1) = R, f(x) =22 f ist gleichméBig stetig auf (0, 1).
Das haben wir gerade bewiesen, denn die Wahl von ¢ in (1.18) war unab-
héngig von z € (0, 1).

2. g: (0,1) > R, g(x) = L. g ist nicht gleichméaBig stetig auf (0,1).
Unsere Wahl von § in (1.19) hing (stark) von z ab. Es kénnte natiirlich sein,
dass es eine clevere Wahl von ¢ gibt, die unabhéngig von z ist. Dies ist jedoch
nicht der Fall. Angenommen, wir hétten zu jedem € > 0 ein § > 0 gefunden,
so dass: Aus |y — x| < ¢ folgt |g(y) — g(z)| < € fiir alle z,y € (0,1).
Wir wihlen z = % und y = %, dann ist |y — z| = % < 4 falls n grofl genug
ist.

Aber \i — 2] = n > ¢ fiir groBe n. Dies ist ein Widerspruch.

1.1.32 Aufgabe: Betrachten Sie die Funktion f: R — R
f:R—R; f(x)=2" (1.20)
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Ist f auf R gleichméafig stetig?

In unserem Beispiel 2 in 1.1.29 machte der linke Rand von (0, 1) die gleichméfige
Stetigkeit ,kaputt®. Die Funktion g(z) = % ist fir alle z > 0 stetig, aber die
Stetigkeit wird fiir kleine = ,immer schlechter®, d.h. fiir festes € > 0 musste d(¢g, x)
immer kleiner gewahlt werden, wenn z kleiner wird.

Mit anderen Worten: Die Funktion g(x) = % wird immer steiler, wenn x gegen

Null geht.

Der folgende zentrale Satz zeigt, dass Hindernisse fiir die Gleichmafiigkeit der
Stetigkeit nur vom Rand kommen koénnen:

1.1.33 Satz: Ist f : [a,b] — R stetig auf [a,b], dann ist f gleichméBig stetig auf
[a,b].

1.1.34 Bemerkungen:

1. Es ist entscheidend, dass das Intervall [a,b] abgeschlossen ist. Wir haben
bereits gesehen (Beispiel 2 in 1.1.29), dass der Satz fiir offene Intervalle nicht
gilt.

2. Weiterhin ist entscheidend, dass das Intervall [a, b] beschrankt ist. Wir ha-
ben gesehen (Aufgabe 1.1.32), dass der Satz auf R ebenfalls nicht gilt.

3. Im Satz kann dass Intervall durch eine beliebig abgeschlossene und be-
schriankte Menge M ersetzt werden. Tatséchlich gilt der folgende Beweis
auch fir diesen Fall. (Siche auch Kapitel 2.)

4. Satz 1.1.16 folgt direkt aus Satz 1.1.33 und Definition 1.1.30.
Beweis (Satz 1.1.33): Wir fithren einen Widerspruchsbeweis.

Angenommen, die Funktion f ist nicht gleichméfig stetig.
Es ist also FALSCH, dass zu ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass fir z,y € [a, b] gilt:

ly—al <o = 1[fy) - f(z)] <e.

Das heift: (durch Negation von Quantoren)
Es gibt ein € > 0, so dass zu jedem § > 0 x,y € [a, b] existieren mit

ly — x| <§, aber |f(y)— f(z)]>c¢.

Sei ein solches e > 0 fest gewéhlt. Wir kdnnen dann 6 = £ wihlen und z,, y,, € [a, ]
mit |y, — z,| < = und |f(yn) — f(@n)| > €. x, ist eine Folge mit Werten in [a, b).
Weil [a, b] beschréankt ist, existiert eine Teilfolge z,; von x,, die konvergiert, etwa
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T, — wo. Weil [a, b] abgeschlossen ist, gehort x¢, der Limes von x,; zu [a, b]. Die
Folge y,; konvergiert ebenfalls gegen g, denn

1
[Yn; = @0l = fyn; = Ty | + |2, — 20| < |2, — 20| = 0.
J

Nach Voraussetzung ist f in [a, b] stetig, also insbesondere setig in zq € [a, b]. Da
die Folgen x,,, und y,, gegen xy konvergieren, folgt aus der Stetigkeit von f, dass

f(xn;) = f(zo) und  f(yn;) — f(w0)

gilt. Das ist aber nicht moglich, denn

f(@n,) = f(@o)l = |(f(@n,) = flym;) + (£ (Un,) — f(20))]
2 [f(@n,) = fyn,)l = 1 (yn;) = S (20)]
2 &= [f(yn;) = f(0)|
9
)

fiir groBes n, weil f(yn,) — f(x0). Das ist ein Widerspruch. O



