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Kapitel 1

Einleitung

Die Soziale Netzwerkanalyse (SNA) will Interaktionen zwischen Akteuren in einem Netz-
werk beschreiben, die Netzwerkstruktur herausarbeiten, die Vor- oder Nachteilhaftigkeit
der Netzwerkzugehorigkeit einzelner Akteure oder von Gruppen solcher Akteure ermitteln
und damit schlielich auch Handlungsanweisungen fiir den Nutzer des Sozialen Netzes (SN)
geben. Weitere Beschreibungselemente der SNA findet der Leser bspw. in Scott (1991) oder
auch in Rodder u. a. (2012).

Da SN Akteure und Relationen zwischen diesen darstellen, bedient man sich hiufig einer
graphentheoretischen Reprisentationsform G = (V, E), wobei V' die Menge der Akteu-
re und E die Menge der Relationen bedeuten. Graphen oder Hypergraphen sind ein in
der Literatur anerkanntes Instrument zur Abstraktion konkreter SN. Die eigentliche SNA
wird dann reduziert auf die Analyse dieser Graphen (Barnes, 1969). Naturgeméf$ ist der
Graph nur ein ungenaues Modell der Wirklichkeit; die an diesem Modell gemachten Be-
obachtungen und die daraus gezogenen Schliisse sind nur teilweise auf das Original-SN
iibertragbar.

So werden die Vermaschung des Netzwerkes und die Position eines Akteurs im Netz
oft durch graphentheoretische Indizes gemessen: Netzdichte oder Zentralitdtsmafle wie
Degree-, Closeness-, Betweenness- oder Eigenvector-Centrality. Der Leser wird auf die ein-
schliagige Literatur verwiesen (Newman, 2010; Wasserman u. Faust, 1994). Eine kurze
Einfithrung findet sich auch wiederum in Rodder u. a. (2012).

Dieser Arbeitsbericht setzt auf den Uberlegungen in Rédder u. a. (2012) auf und erweitert
sie. Erstmalig wurde dort die graphentheoretische Analyse durch eine informationstheo-
retische und hier speziell eine entropiebasierte ersetzt. Fiir eine bestimmte Form sozialer
Kontakte wurden die gerichteten Kanten eines Graphen als Konditionale formuliert und
dann die oben genannten Indizes um informationstheoretische Mafle erweitert. Dabei kann
auch dieses Instrumentarium nur dann Erkenntnisse liefern, wenn es zu dem zu analysieren-
den SN passt. Borgatti (2005) liefert eine Typologie hinsichtlich der Relationen zwischen
Akteuren. Er fokussiert dabei auf solche Netze, in denen (im-)materielle Giiter, Neigun-
gen, Verhaltensweisen, Krankheitserreger, Meldungen etc. von Akteur zu Akteur flieflen
oder vererbt werden. Seine Typologie findet sich in Tabelle 1.1.

In Rodder u. a. (2012) werden die einzelnen Felder erldutert; hier wie dort untersuchen wir
Netzstrukturen, die dem Feld [Walks, Parallel duplication] entsprechen. Neigungen oder
Attitiiden werden von Akteur zu Akteur weitergegeben und verbrauchen sich dabei nicht.



[Replication| | Parallel duplication Serial duplication Transfer
[Trajectory]
Geodesics No process Mitotic reproduction | Package delivery
Paths Internet name-server Viral infection Mooch
Trails E-mail broadcast Gossip Used goods
Walks Attitude influencing | Emotional support | Money exchange

Tabelle 1.1: Typologie von Relationen nach (Borgatti, 2005)

Will heiflen: Verfiigt ein Akteur z.B. iiber eine Information, so gibt er sie voll und ganz
an eine direkt von ihm erreichbare Menge von Akteuren weiter; und diese wiederum an
andere Mitakteure usw.

Moderne SN umfassen oft in die Million gehende Akteursmengen und noch gréere Zahlen
an Verbindungen zwischen ihnen. In solchen Féillen ist die Reduktion der Netzstruktur —
z.B. durch Zusammenfassung von Akteursgruppen ohne wesentlichen Informationsverlust
— ein zentrales Thema. Dieser Frage ist der vorliegende Beitrag gewidmet.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt. In Kapitel 2 erfolgt eine kurze Einfiihrung in die entro-
pieoptimale Modellierung von SN. Dazu werden in 2.1 Syntax und Semantik festgelegt und
wird in 2.2 der Wissensaufbau beschrieben. Zum besseren Versténdnis zeigen wir einige
Wissensbasen zu (kleineren) Netzen. Kapitel 3 betrachtet die besondere Rolle von star-
ken Zusammenhangskomponenten (SZK) im entropiebasierten Netz. In 3.1 wird ein Netz
mittlerer Grofle vorgestellt, in dem mehrere SZK vorliegen, und es werden ihre informa-
tionstheoretischen Charakteristika erarbeitet. In 3.2 berichten wir iiber die Kompression
von SZK zu Superknoten und die informationstheoretischen Konsequenzen der Kompres-
sion. Kapitel 4 schliellich zeigt das Reduktionspotenzial durch Kompression in grofien
Netzen auf. Kapitel 5 fasst die Ergebnisse zusammen und wagt einen Blick auf zukiinftige
Forschungsarbeiten.



Kapitel 2

Wissen iiber Strukturen Sozialer
Netzwerke

2.1 Syntax und Semantik

In Rodder u.a. (2012) wird ausfiihrlich iiber den Aufbau von Wissen iiber konditionale
Strukturen im Allgemeinen und im Besonderen fiir SN berichtet. Im Kontext des vorlie-
genden Berichts wihlen wir eine leicht modifizierte und reduzierte Form der Darstellung
— eben auf die jetztige Thematik zugeschnitten. Zentrale Bausteine der Wissensreprisen-
tation sind

e cine Variablenmenge V = {V1,...,Vy} mit Werten oder Auspriagungen V; = v; mit
vy=1oder 0 firl e {1,...,L},

e Konditionale V; = 1|V} =1 fiir einige k #1 € {1,...,L}.

Die Semantik einer Variablen V; ist die einer Proposition: Akteur [ verfiigt {iber ein
(im-)materielles Gut, hat eine Neigung oder eine Verhaltensweise (1) oder nicht (0). Die
Semantik eines Konditionals ist die der potenziellen Weitergabe eines solchen Artefakts
von Akteur k zu [. Das Konditional V; = 1 | V;, = 1 erlaubt und erzwingt die Weitergabe
des Gutes von k zu [, falls k dariiber verfiigt. Durch die Angabe der Konditionale wird also
gleichsam die potenzielle Flussstruktur des Gutes festgelegt. Tabelle 2.1 zeigt die Menge
der 2% méoglichen Zustinde des Netzes, erginzt um 2% Wahrscheinlichkeiten.

Der Schliissel zum Versténdnis der Modellierung der Netzwerkstruktur sind die Wahr-
scheinlichkeiten! Thre genaue Festlegung wird im Folgeabschnitt erlautert, eine notwendige
Bedingung fiir ihre Festlegung soll jedoch hier schon erwidhnt werden.

Tabelle 2.1: Zustandsraum und Wahrscheinlichkeiten eines SN

ViVy...Vp | Wkt.
11...1 P1..1
11...0 P1...0

00...0 | po.o




Vi Vi...Ve...Vp | Wkt (2.1)
0.1 | p.0.1...

Betrachten Sie den Zustand in (2.1) und vollziehen Sie nach: Soll das Netz die potenzielle
Weitergabe des Gutes von k zu [ modellieren, ist also V; = 1 | Vi, = 1 gefordert, ist der
Zustand in (2.1) unmdglich. Denn er wiirde ja bedeuten: Vi hat das Gut, V; aber nicht.

,,,,,,,,, = 0.0 ausgedriickt. Es
zeichnet sich bereits jetzt ab, dass auf der Menge der 2 Zustinde eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung festzulegen ist, die zumindest die unmoglichen Zustdnde mit 0.0 belegt.
Alles Weitere im Folgeabschnitt. Wenn unmissversténdlich, bedienen wir uns zur Visuali-
sierung von Konditionalen auch gerichteter Kanten oder Pfeile. Vi, — V; oder gelegentlich
auch einfach k& — [ steht dann fiir das Konditional V; = 1 | V}, = 1. Trotz dieser anschau-
lichen Darstellung muss stets beachtet werden, dass im Wissensverarbeitungsprozess der
vorliegenden Arbeit der Pfeil die Semantik eines Konditionals hat.

2.2 Erwerb und Abruf von Wissen iiber die Netzstruktur

Bekannt seien nunmehr alle erwiinschten potenziellen Giiterflissse im Netz, ausgedriickt
als eine Menge von [ sicheren Konditionalen der Form

R ={V, =1| Vg, = 1[1.0] fiir einige l; # k; und i = 1,...,I}. (2.2)

Jedes Konditional bedeutet hierbei: Falls Akteur k; iiber das Gut verfiigt, so auch — mit
Wahrscheinlichkeit 1.0 — Akteur /;. Zur Erzeugung einer Verteilung auf dem Zustandsraum
16st man nun die Aufgabe

P* = argmin R(V;Q,P% s.d. Q = R. (2.3)

PO ist die Gleichverteilung auf dem Zustandsraum, Q die variable Verteilung in (2.3), sie
ist die Entscheidungsvariable. argmin bestimmt als P* die Verteilung, die (2.3) lost, R
ist die Relative Entropie von P® zu Q auf V. Die Aufgabe (2.3) errechnet die Verteilung
Q = P* so, dass alle sicheren Konditionale in R erfiillt sind — Q = R — und dabei mini-
malen informationstheoretischen Abstand von P® hat. Hierbei weist P® allen Zustinden
des Netzes die gleiche Wahrscheinlichkeit 2% zu, sie ,kennt“ die geforderte Netzstruktur
(noch) nicht. Durch Losen von (2.3) wird sie zu P* abgeéindert und iiber die Flussstruktur
yinformiert*. Bekanntlich kann die Zielfunktion in (2.3) durch P* = argmax H(V;Q) er-
setzt werden, wobei H die Entropie der Verteilung Q auf V' ist. Aus diesem Grund wird die
Wissensakquisition gemaf (2.3) auch oft entropiebasiert genannt. Maximal ist die Entro-
pie der Verteilung auf dem Zustandsraum dann, wenn alle Wahrscheinlichkeiten entweder
0.0 — siehe oben — oder gleich sind. Jedes Lehrbuch tiber Informationstheorie hilt den
Nachweis dieser Aussage bereit, das folgende Beispiel verdeutlicht die Zusammenhénge.

Beispiel 1. Zu den Netzen i) Vi — Vo, ii) Vi — Vo — V3, iii) Vo + V4 — V3 und iv)
Vi — V3 < V5 werden nun die Zustidnde und die Losungen von (2.3) angegeben.

Zui) Vi Vo | P*
1 1] 3

1 0100

0 1| 3

i

0 0| 3



Zuii) Vi Vo V5| P*  Zuii) Vi Vp V5| P* Zuiv) Vi Vo V3| P*
1 1 1|3 1 1 13 1 1 1] 3
1 1 000 1 1 0100 1 1 000
1 0 100 1 0 1100 1 0 1|41
1 0 0100 1 0 0100 1 0 000
0 1 1] % 0 1 1] 1% 0 1 1] 1%
0 1 000 0 1 0] ¢ 0 1 0]00
0 0 1|3 0 0 1|1 0 0 1] 1
0 0 0 % 0 0 0 § 0 0 0 §

Bitte vollziehen Sie nach, dass die Wahrscheinlichkeiten in P* stets 0.0 oder gleich sind und
dass ferner die den Pfeilen entsprechenden Konditionale nie verletzt sind: Ist ein Vj, = 1,
so ist V; = 0 unmoglich, falls es einen Pfad von k nach [ gibt.

Soweit der Wissenserwerb iiber mogliche Fliisse von Artefakten im Netz. Anzumerken ist
noch, dass die Konditionalstruktur des Netzes transitiv ist. Falls V; | V;[1.0] und Vj | V;[1.0]
gelten, so gilt in P*: P*(V; | V;) = 1.0. Der Nachweis ist schnell erbracht und wird hier
ausgespart.

Das aufgebaute Wissensmodell ist rein konditionaler Natur: wenn, dann. Noch ist nicht
bekannt, ob und welcher Akteur iiber das (im-)materielle Gut verfiigt bzw. die Neigung
oder Verhaltensweise zeigt, die nun weitergegeben werden kann und muss. Wie viele und
welche Mitakteure jemand erreicht, bestimmt sein aktives Potenzial im Netz, von wie
vielen und welchen er erreicht wird, bestimmt sein passives Potenzial. Solchen Fragen ist
der Rest dieses Abschnitts gewidmet.

Wird Akteur k in den Zustand versetzt, iiber das Artefakt zu verfiigen oder nicht (!),
nennen wir das Evidenziieren: Akteur k’s Zustand wird evident. Die mathematische Ent-
sprechung dieses Vorgangs ist die Aufgabe (2.4):

P (P™) = argmin R(V; Q, P*) s.d. Q £ Vi, = 1[1.0] (Q |= Vi = 0[1.0]). (2.4)

So werden bei Evidenziierung von Vi = 1 alle von ihm erreichbaren Akteure ebenfalls
in den Genuss des Artefakts kommen und in den Zustand 1 iiberfiihrt. So kénnen bei
Evidenziierung von Vj, = 0 alle ihn erreichenden Akteure ebenfalls nicht im Genuss des
Artefakts sein und werden in den Zustand 0 iiberfiihrt.

Beispiel 2. (Fortsetzung von Beispiel 1)

Es werden ausgewihlte Evidenziierungen zu den Féllen ii), iii) und iv) vorgenommen und
die jeweiligen Verteilungen P** sowie die Randverteilungen auf den Variablen angegeben;
zur Berechnung vgl. Rédder u. Kern-Isberner (1997); Meyer (1998, S. 64).

Zu ii) a. Evidenziierung Vi =1 Vi Vo V3 | P*
1 1 1 1.0
1 1 0 | 0.0
1 0 1100
1 0 0| 0.0
0 1 1100
0 1 0 | 0.0
0 0 1100
0 0 0| 0.0




P*(V; =1) = 1.0, P*(Vo =1) = 1.0, P*(V3 = 1) = 1.0

b. Evidenziierung Vo =1 V; Vo V3 | P*
1 1 1] 3
1 1 0 | 0.0
1 0 1100
1 0 0100
0o 1 1] 3
0O 1 0|00
0O 0 100
0O 0 0|00
P*(Vo=1)=1.0,P*(Vz3=1) =

c. Evidenziierung V3 =1 Vi Vo V3 | P**
1 1 1] 3
1 1 0] 0.0
1 0 1| 0.0
1 0 000
0 1 1| 3
0 1 0100
0 0 1] 3
0 0 000

P*(Va=1) =10

Zu iii) a. Evidenziierung Vi =1 V; V, V3 | P*
1 1 1 1]1.0
1 1 000
1 0 1100
1 0 000
0 1 1100
0 1 0100
0 0 1100
0 0 0100
P*(V; =1) = 1.0, P*(Vo = 1) = 1.0, P*(V3 = 1) = 1.0

b. Evidenziierung Vo =1 Vi Vo V3 | P*
1 1 1] 3
1 1 0 | 0.0
1 0 1100
1 0 0100
0o 1 1| 1
0O 1 0 %
0 0 1100
0O 0 0100

P*(Vp=1)=1.0



Zu iv) a. Evidenziierung Vy, =1 V; V, V3 | P**
1 1 1] 3
1 1 0100
1 0 1] 3
1 0 0100
0 1 1 ] 0.0
0 1 0100
0 0 1 ] 0.0
0O 0 000
PV = 1) = 1.0, P**(V3 = 1) = 1.0

b. Evidenziierung V5 =1 Vi Vo V3 | P**
1 1 1| i
1 1 000
1 0o 1] 4
1 0 000
0 1 1] 3
0 1 0100
0 0 1] 1
0 0 0100

Die Randverteilungen auf den Variablen zeigen das gewiinschte Ergebnis. Die erreichbaren
Variablen nehmen bei der jeweiligen Evidenziierung den Wert 1 an. Die Berechnung der
Verteilungen P** und die entsprechenden Rénder auf den Variablen zeigen ebenfalls die
gewiinschten Ergebnisse. Sie werden hier ausgespart.

Die berechneten Verteilungen P** des Beispiels zeigen also den gewiinschten Effekt: Sie
iibertragen die Evidenziierung Vi, = 1[1.0] auf alle von k erreichbaren Akteure und die
Evidenziierung V3, = 0[1.0] auf alle den k erreichenden Akteure. Wire das das Ziel un-
serer Uberlegungen, wire der Wissensverarbeitungsprozess (2.3) und (2.4) natiirlich zu
aufwindig; einfache Markierungsalgorithmen wiirden das Gleiche leisten. Die Vorteilhaf-
tigkeit des Prozesses liegt in den aus den Verteilungen P* und P** ableitbaren informati-
onstheoretischen Maflen, deren Berechnung benutzerfreundlich in der Expertensystemshell
SPIRIT (Rodder, 2009) mdglich ist. Die in Rodder u. a. (2012) abgeleiteten Mafle und ihre
Bedeutung fiir die Netzanalyse werden hier kurz wiederholt, fiir eine genauere Darstellung
und fiir mathematische Beweise vergleiche man die Originalliteratur.

e Wird Vj, = 1[1.0] wie in (2.4) evidenziiert, so misst R(V;P** P*) die Information
in [bit], die dem Netz durch die Evidenziierung zugeflossen ist. R(V;P** P*) ist
also gleichsam der globale(!) Wissenszuwachs — von Akteur k ausgeldst; R misst das
Diffusionspotenzial (des Akteurs).

o R(V;P* P*)ist gleich — log, P*(V} =1). (2.5)

Bereits vor(!) Evidenziierung ist k’s Diffusionspotenzial ablesbar! P*  kennt“ die
Diffusionspotenziale aller Akteure — und diese Potenziale sind in SPIRIT benutzer-
freundlich dargestellt. Es bedarf also keines Abzédhlens von Pfeilen auf Erreichbar-
keitspfaden; die Shell halt das Potenzial bereit. Anzumerken ist noch, dass der Wert
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—logy P*(V = 1) nicht nur die Erreichbarkeit ,,z&hlt“, sondern auch die Positionen
der erreichbaren Akteure im Netz beriicksichtigt; mehr dazu wiederum in Rdédder
w. a. (2012).

e Wird Vj, = 0[1.0] wie in (2.4) evidenziiert, so misst R(V;P**,P*) die Information
in [bit], die dem Netz durch die Evidenziierung zugeflossen ist. Es misst die Lage
der Akteure, von denen k erreichbar ist. Die oben genannten Autoren nennen es das
Rezeptionspotenzial von k.

e R(V;P** P*)ist gleich — log, P*(V; = 0). (2.6)

Auch hier sind die Rezeptionspotenziale aller Akteure bereits in P* bekannt und
werden in SPIRIT benutzerfreundlich zur Verfiigung gestellt.

Bisher wurden kleinere Beispiele von zyklenfreien Netzen betrachtet; in vielen Anwen-
dungen enthalten die Netze jedoch starke Zusammenhangskomponenten (SZK), in denen
jeder Akteur von jedem iiber einen Pfad gerichteter Kanten — Konditionale — erreichbar ist.
Die informationstheoretische Charakterisierung solcher Netze ist Gegenstand der beiden
folgenden Kapitel.



Kapitel 3

Starke
Zusammenhangskomponenten
(SZK) unter maximaler Entropie

3.1 Informationstheoretische Charakterisierung von SZK

Zur Einfithrung dieses Abschnitts betrachten wir das modifizierte Newcomb-Netz wie in
Abbildung 3.1. Fiir eine genauere Beschreibung des Netzes sieche Newcomb (1961); Trapp-
mann u. a. (2005) oder wiederum Rédder u. a. (2012). Die modifizierte Semantik des Netzes
jedoch moge die einer potenziellen Weitergabe von Neigungen, Informationen oder Bot-
schaften sein; Akteur 18 ist isoliert. Die Konditionalstruktur gemafi Aufgabe (2.3) wurde
in SPIRIT eingegeben und die Verteilung P* berechnet. Die Randverteilungen von P* auf
allen Akteuren zeigen wir in Abbildung 3.2 und die zugehorigen Diffusionspotenziale und
Rezeptionspotenziale in Abbildung 3.3.

Auffillig ist, dass auf den SZK {1,6,8,9,13,17}, {7,12}, {4,5} die Randverteilungen und
damit die Diffusions- und Rezeptionspotenziale aller Akteure jeweils gleich sind. Es gibt
zwar auch Akteure mit gleicher Randverteilung, die nicht in einer SZK liegen; sie werden

Abbildung 3.1: Modifiziertes Newcomb-Netz, Quelle: Rédder u. a. (2012)
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hier jedoch nicht weiter betrachtet. Siehe hierzu die Diskussion in Rodder u.a. (2012).
Wir formulieren nun einen Satz, der die wesentlichen informationstheoretischen Charakte-
risierungen von SZK in einem SN zusammenfasst. Zwecks einfacher Schreibweise notieren
wir ein Konditional der Form V; =1 | Vj, = 1[1.0] ab jetzt in der Form [ | k.
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Satz 1. Es seiein SN mit der Konditionalstruktur l; | k1, ...,lr | kr gegeben, es sei ferner
SZK C{1,...,L} die Indexmenge einer starken Zusammenhangskomponente Vszx C V.

i) Die Randverteilungen auf allen Akteuren | € SZK sind gleich.

ii) Ist das gesamte SN eine SZK, sind die Randverteilungen auf allen Akteuren gleich
und nehmen die Werte P*(V; = 1) = P*(V; = 0) = 1 fiir alle | € SZK an.

iii) Unter den Bedingungen wie in ii) ist R(Vszx;P*, P%) = L — 1 und maximal fiir alle
moglichen Konditionalstrukturen.

Beweis.

Zui) Es sei pj ; = p die Wahrscheinlichkeit des Zustands 1...1 von Vgzg. Fir
ein beliebiges [ € SZK betrachte py_,, ,, fir alle j € SZK. Ist v; = 0
fiir mindestens ein j, gilt wegen v; = 1: p:lzl,v#l = 0.0. Damit ist p, _; =
Pl 1+ Zvj:()’mind' ein j Poy=1,0,,, = P +0.0. Da | € SZK beliebig gewéhlt wur-
de, hat man pj, _; = pund p;, o =1—pfir allel € SZK.

Zu ii) Wegen i) gilt mit Vszx = V: Nur die Zustédnde 1...1 und 0...0 von V liefern

positive Wahrscheinlichkeiten p und 1 — p und sie sind unter maximaler Entropie
1

Pl.1=Po.o= 3

Zu iii) Fiir die Verteilung P* wie in ii) gilt H(V;P*) = 1. Damit hat man R(V;P* P%) =
logy 2¥ — H(V;P*) = L — 1. Es bleibt zu zeigen: Fiir ein nicht stark zusam-
menhingendes Netz ist R(V;P* P%) < L — 1. In diesem Fall nimlich haben
auch andere Netzzustdnde als 1...1 und 0...0 eine positive Wahrscheinlichkeit.
Ist die Zahl dieser Zustéinde m, gilt H(V;P*) = m[—Llog, 1] > 1 und somit
R(V;P*,P%) =log, 2 — H(V;P*) = L — (—logy =) < L — 1.

Teile des Satzes 1 wurden bereits in Rodder u.a. (2012) gezeigt, werden hier jedoch in
einen erweiterten Kontext gestellt. Akteure in SZK sind informationstheoretisch nicht
unterscheidbar, sie haben die gleichen Diffusions- und Rezeptionspotenziale. Im Ubrigen
ist die Konditionalstruktur eins SN dann ideal, wenn sie es zu einer einzigen SZK macht.

Im folgenden Abschnitt wollen wir die Frage untersuchen, ob SZK ohne gréfleren Wissens-
verlust zu einem Superknoten zusammengefasst werden kénnen und welche informations-
theoretischen Konsequenzen eine solche Knotenkompression hat. Zuvor jedoch noch eine
Illustration der Ergebnisse des Satzes 1.

Beispiel 3. Fiir die folgenden Konditionalstrukturen geben wir die Verteilungen P* an
und erldutern:

i) /V3 ii) /Vg iii) /Vg iv) /V3—>V5
Vl—’VQ\l Vl‘—V2\l V2\l Vl—’VQ\l
Va Vi Vi Vi
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Zu i) Die Losung der Aufgabe (2.3) liefert V3 Vo V3 V| P*
1 1 1 1|3
1 1 1 000
1 1 0 1 10.0
1 1 0 000
1 0 1 1 10.0
1 0 1 000
1 0 0 100
1 0 0 000
0 1 1 1] 3
0 1 1 000
0O 1 0 1100
0O 1 0 0100
0 0 1 1100
0 0 1 0100
0O 0 0 1100
0 0 0 0| 3
Fiir die Randverteilungen hat man P*(V; = 1) = % und P*(Vp = 1) = P*(V5 =
) =P(Vi=1)=}
Zu ii) Die Losung der Aufgabe (2.3) liefert V3 Vo V3 V| P*
1 1 1 1] 3
1 1 1 0100
1 1 0 1 10.0
1 1 0 0100
1 0 1 1100
1 0 1 000
1 0 0 1100
1 0 0 0] 3
0 1 1 1100
0 1 1 000
0O 1 0 1100
0O 1 0 0100
0 0 1 1 10.0
0 0 1 0100
0O 0 0 1100
0 0 0 0| 3
Fiir die Randverteilungen hat man P*(V; = 1) = % und P*(V, = 1) = P*(V3 =
)=P*(Vy=1)=z
Zu iii) Die Losung der Aufgabe (2.3) liefert Vo V3 V, | P*
1 1 1] 3
1 1 0 10.0
1 0 1 10.0
1 0 0100
0 1 1 10.0
0 1 000
0 0 100
0 0 0| 3
Fiir die Randverteilungen hat man P*(V, =1) =P*(V3=1)=P*(V; =1) = %
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Zu iv) Ohne die Losung der Aufgabe (2.3) explizit aufzuschreiben, geben wir die Rand-
verteilungen an: P*(V; =1) = 1 P*(Va = 1) =P*(V3 =1) = P*(Va = 1) = J und
P*(Vs=1) = 2.

Die Verteilungen P* in Beispiel 3 zeigen die erwiinschten Effekte; Randwahrscheinlich-
keiten in SZK sind gleich. Ansonsten beobachten wir — wie schon in den Beispielen 1
und 2 — kleinere Wahrscheinlichkeiten P*(V; = 1) bei groflerem Diffusions- und kleinere
Wahrscheinlichkeiten P*(V; = 0) bei grofilerem Rezeptionspotenzial.

3.2 Kompression von SZK zu Superknoten

In diesem Abschnitt bezeichne wiederum SZK C {1,..., L} die Indexmenge einer starken
Zusammenhangskomponente Vgzx C V, k € SZK einen beliebigen Akteur aus dieser
Komponente, REST = {1,...,L} \ SZK die restlichen Knoten des Netzes, und es sei P*
die Losung der Aufgabe (2.3).

Definition 1. (Knotenkompression)

Eine Knotenkompression nach Vgzx ist die Bildung des Netzes mit der Akteursmenge VU
VrEsT, wobei der Akteur V, die Komponente Vgzx ersetzt. Die Verteilung P*ly, uvypor
ist Losung von (2.3) auf dem neuen Netz, d.h. unter Wegfall der Konditionale ,in“ SZK
und bei Ubertragung der Konditionale zwischen Vj,1 € SZK und Vi,j € REST, auf V,
und Vj,j € REST.

Bemerkung: P*ly, yv,uep — auch kurz P*l — ist identisch mit der Randverteilung von P*
auf V; U Vrgsr fiir ein beliebiges [ € SZK. Anstelle eines formalen Beweises fiihren wir
Beispiel 3 fort.

Beispiel 4. (Fortsetzung von Beispiel 3)
Zu den Konditionalstrukturen i), ii), iii), iv) erhélt man folgende reduzierte Graphen und
die zugehorigen Randverteilungen.

Zu i) Vi — V, ist der reduzierte Graph mit der Verteilung

w v, ‘ P* Uberpriifen Sie bitte, dass die Verteilung den
1 1 % Rand auf z.B. V1, V5 widerspiegelt.
1 0100
o 1] 1%
i
0 0 :

Zu ii) Vi <V, ist der reduzierte Graph mit der Verteilung

i Vs ‘ P* Uberpriifen Sie bitte, dass die Verteilung den
1 1 1 Rand auf z.B. V1, Vo widerspiegelt.

Dol

0 100

0 0] 3
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Zu iii) V, ist der reduzierte Graph mit der Verteilung

Wiederum stellt die Verteilung den Rand auf je-
dem V; € V dar.

Zuiv) Vi — V, — Vj; ist der reduzierte Graph mit der Verteilung

Vi Vo Vs | P
1 1 1] %
1 1 0100
1 0 1]00
1 0 000
0 1 1| 3
0 1 0100
0 0 1| 1
0 0 0| 3

Aulffillig in diesem Beispiel ist, dass der reduzierte Graph

e wie in i) die gleiche Verteilung wie in Beispiel 1 i),
e wie in iv) die gleiche Verteilung wie in Beispiel 1 ii) hat.
Ist die SZK einmal zum Superknoten komprimiert, ist er informationstheoretisch nicht

mehr als solcher zu erkennen. Das reduzierte Netz ist einem strukturgleichen ohne Super-
knoten dquivalent. Das wird nun in einem Satz festgehalten.

Satz 2.

i) Die Entropien im Netz sind vor und nach Knotenkompression gleich.

ii) Der Superknoten V, im reduzierten Netz hat das gleiche Diffusions- und Rezepti-
onspotenzial wie jeder Knoten der SZK vor Kompression.

Beweis.
Es sei k € SZK ein beliebig fester Knoten.

Zu i) Mit der in diesem Abschnitt eingefiihrten Symbolik sei v = vxvgz i\ (K} VREST €in
beliebiger Zustand des Netzes und P* die Losung von (2.3). Faktorisiere
P*(v) = P*(vk) - P*(vszr\(ky | vk) - P*(vREST | v52K)-

Damit ergibt sich fiir die Entropie des Netzes

H(V;P*) = = P*(v)logyP*(v) = — > P*(v;)logy P*(vy)

alle v alle vy,
= > PYwR) > Pr(uszray | ve) logs P* sz ky | vk)
alle vy, alle voz i\ {k}
- ) Pfuszr) Y P*(vresr | vszi)logy P*(vresT | vszK)
alle VSZK alle VREST

14



Zu ii)

terations Relative entrol
1t B

Nun ist aber der mittlere Term — also die bedingte Entropie gegeben Vj, — gleich
0.0, da alle auftretenden bedingten Wahrscheinlichkeiten 1.0 oder 0.0 sind. Damit
hat man H(V;P*) = H(Vi; P*) + H(Vszk | Vi; P*) +H(VresT | Vezk; P¥).

Nun sei das reduzierte Netz betrachtet. O(.)ﬁ.d.A. sei Vi der Superknoten V, und
V die Akteursmenge. v = vpvrgsT sei wiederum ein beliebiger Zustand des Netzes
und P*lipyuresT oder einfach P*I die Randverteilung von P*. Mit der Faktorisie-
rung P*I(T) = P*I(vx)P*I(vrEsT | vg) erhélt man jetzt

H(V;P*l) = H(WVi;P*l)+ H(Vagst | Vi; P*1)
= H(Vi;P*)+ H(Vrest | Vi; P¥)

Die Aussage ist eine unmittelbare Folge aus der Tatsache, dass die Randverteilung

auf V, identisch mit der jedes Akteurs in SZK ist.
[ |

heazure of Inconsistenc Transinfomsz

_[ Dependencies |VLEG Structure | Impacts |

L)

oc=ee e oee

v @ 110
[B5de3] 0
Ddi38] 1

EEEE

0
e

o (B2
0
ng7ad] 1

o @16
0
04133 1

Abbildung 3.4: Komprimiertes Newcomb-Netzwerk
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Zusammenfassend lasst sich also feststellen:

e Die Entropien des urspriinglichen und des reduzierten Netzes sind gleich.

e Der Superknoten hat die gleiche Randverteilung wie jedes Vi, € Vszx im urspriing-
lichen Netz.

e Damit hat der Superknoten im reduzierten Netz auch das gleiche Diffusions- und
Rezeptionspotenzial wie jedes Vi € Vgzi im urspriinglichen Netz.

Hat ein Netz zahlreiche SZK, kann der Reduktionsvorgang solange wiederholt werden, bis
alle SZK zu Superknoten komprimiert sind; die Entropie bleibt dabei stets gleich. Informa-
tionstheoretisch entstehen also stets dquivalente Netze. Die Aussagen (2.5) und (2.6) aus
Abschnitt 2.2 sind auch im reduzierten Netz mit P*| statt P* giiltig. Informationstheore-
tisch dquivalent bedeutet natiirlich(!) nicht graphentheortisch dquivalent. Inzidenzen und
Adjazenzen #ndern sich in dem Mafle, wie urspriingliche Akteure in SZK aus dem Netz
entfernt werden und in die Superknoten ,einflieBen“. Aufgrund der Transitivitdt der Kon-
ditionale — siehe wiederum Abschnitt 2.2 — sind alle Akteure in einer SZK untereinander
erreichbar, sie alle erhalten also das (im-)materielle Gut oder die Botschaft, falls es nur
ein Akteur erhilt. Kompression von SZK zu Superknoten ist ein probates Mittel zur Ver-
einfachung der Netzstruktur zwischen den Akteuren. Zur Illustration der Aussage greifen
wir wieder das Newcomb-Netz auf und zeigen in Abbildung 3.4 den zu Abbildung 3.3 re-
duzierten Graphen mit den Superknoten 1.6.8 9.13_17, 712, 4.5. In jedem Superknoten
sind die Randwahrscheinlichkeiten erkennbar; sie entsprechen denen der Akteure in den
SZK des nicht komprimierten Netzes.
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Kapitel 4

Netzreduktion durch Kompression

Fiir viele Anwendungen von SN trigt eine Reduktion des Netzes zur Transparenz bei.
Gruppierungen von Akteuren in SZK werden erkennbar und die Abhéngigkeiten zwischen
den Gruppen ebenfalls. In diesem Kapitel demonstrieren wir das Reduktionspotenzial in
groferen Netzen an zwei Beispielen, je einem Zufallsnetz mit 750 und 672 Akteuren.
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Abbildung 4.1: Ausschnitt eines Zufallsnetzes mit 750 Knoten
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Beispiel 5. Man betrachte ein Zufallsnetz mit 750 Akteuren und 756 Konditionalen.
Abbildung 4.1 zeigt einen Ausschnitt des Netzes, so wie es in SPIRIT eingegeben wurde.

Fiir den vorliegenden Fall ergibt sich eine Entropie des Netzes von 6.022 [bit], dem System
sind also log, 27 — H(V;P*) = 750 — 6.022 [bit] zugeflossen. Durch Ausnutzung der
Scilab-Funktionen (Scilab Enterprises, 2012) strong_connex und supernode werden die SZK
identifiziert und das reduzierte Netz erstellt. Abbildung 4.2 zeigt das Ergebnis: 8 Knoten,
zwei getrennte Teilnetze.

7 (B) Knoten6
0

josopo] 1

¥ 3

0

D EiE4]
7 (B Knoten1
0
1

? Knoten?

Abbildung 4.2: Das reduzierte Netz zu Abbildung 4.1

Die Entropie in den Teilnetzen betragt 2.322 [bit] und 3.700 [bit], also insgesamt 6.022
[bit]. Die Reduktion des Netzes ist erheblich und ldsst tiefe Einblicke iiber die in
Abbildung 4.1 noch verborgenen Strukturen zu. Das beeindruckende Ergebnis legt jedoch
die Vermutung nahe, dass dieses Netz nicht wirklich zuféllig ist. Und diese Vermutung
ist richtig. Es handelt sich um ein synthetisches Netzwerk, das um das reduzierte Netz
aus Abbildung 4.2 herum konstruiert wurde. Zu den 8 Knoten wurden zufillig weitere
Akteure und Verbindungen hinzugefiigt, bis die gewiinschte Anzahl an Akteuren erreicht
war. Dabei wurden die urspriinglichen Knoten zu SZK aufgebliht. Das Trivialbeispiel
zeigt immerhin die informationstheoretische Aquivalenz der Netze.

Nun soll ein echtes zufilliges Netzwerk untersucht werden. Die Bildung des Netzes mit
Scilab ist schnell beschrieben. Nach Anlegen einer unbesetzten L x L Matrix wird eine
Verbindungswahrscheinlichkeit ¢ festgelegt. Das Matrixelement (k,1) wird mit 1 besetzt,
falls ein gleichverteilter Zufallsgenerator einen Wert < ¢ erzeugt, anderenfalls mit 0; die
Matrix wird zur Adjazenzmatrix A. Nach Bereinigung isolierter Knoten enthélt A den
Bauplan fiir ein verbundenes Zufallsnetzwerk. Die Wahl von ¢ entscheidet, ob es sich
dabei um ein eher dicht oder eher diinn besetztes Netzwerk handelt. Eine hohe Dichte
geht i.d.R. mit der Bildung weniger grofler SZK einher; eine geringe Dichte ist aber kein
Grund fiir das Gegenteil. Fiir unsere Zwecke sollen aber gerade Netzwerke mit mehreren
SZK erzeugt werden. Die Idee ist, ein recht diinn besetztes Netzwerk zuféllig generieren
zu lassen und anschliefend gezielt geschlossene Kantenziige einzubauen. Dies geschieht,
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indem eine gewiinschte Anzahl an Akteuren zufillig ausgew#hlt und anschliefend zu einem
geschlossenen Kantenzug verbunden wird. Dabei sollen jedoch nur die Akteure miteinander
verbunden werden, die noch nicht Element einer SZK sind. Das Vorgehen wird beliebig
oft wiederholt.

Anschlieflend kénnen die Konditionale V; | Vj;[1.0] der Shell SPIRIT iibergeben werden.

Dependencies IL LEG Structure | 'Impacts

oo eee e—— oeee eea e

Abbildung 4.3: Synthetisches Netz mit 672 Knoten

Beispiel 6. Ein so erzeugtes Netz zeigt Abbildung 4.3. Mit Parametern L = 1500 und
g = 0.000175 wurde ein Netzwerk mit insgesamt 672 Akteuren erzeugt. Zusétzlich wurde
in 1000 Iterationen versucht, SZK mit einer Grofle von 6 Mitgliedern zu erzeugen. Das re-
sultierende Netzwerk enthélt 141 SZK mit der in Tabelle 4.1 gezeigten Grofienverteilung.
Nach Eingabe in SPIRIT weist die Shell eine Entropie von 186.42 [bit] bei 1703 Kondi-
tionalen aus. Nach dem oben beschriebenen Reduktionsprozess enthélt das Netz noch 388

Mitglieder | 2| 3| 4| 5|6 |12 |17 |29
Anzahl 69126 (23119 1] 1| 1

Tabelle 4.1: Groflenverteilung der SZK des 672er Netzwerks
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Abbildung 4.4: Komprimiertes synthetisches Netz mit 388 Knoten

(Super-)Knoten bei natiirlich gleicher Entropie. Die Anzahl der Konditionale reduziert
sich auf 535. Abbildung 4.4 illustriert die erhebliche Reduktion.

Ein weiteres Beispiel, an dem auch gleichzeitig wichtige Aussagen dieses Berichts demons-
triert werden konnen, stammt von Opsahl u. Panzarasa (2009) und enthélt 1899 Knoten
mit 20296 Konditionalen. Wie Abbildung 4.5 anschaulich zeigt, handelt es sich dabei um
ein eher dichtes Netz. Trotz ausgekliigelter Berechnungsverfahren (vgl. Meyer, 1998) stoft
SPIRIT hier sowohl hinsichtlich des Aufbaus der Verteilung als auch des grafischen Dar-
stellungsvermogens an Grenzen. Die Darlegung der Griinde hierfiir sprengen den Rahmen
dieses Arbeitsberichts. Stattdessen nutzen wir Satz 2 aus und fithren unsere Analyse am
komprimierten Netz durch. Vorher werfen wir noch einen genaueren Blick auf die Struk-
turen des Originalnetzwerks. Dort finden sich 5 bilaterale SZK (SZK 2 - SZK 6) sowie eine
grofie SZK (SZK 1) mit 1294 Mitgliedern. 595 Knoten sind in keiner SZK (Peripherie).
Von den Mitgliedern der SZK 1 werden 20170 ausgehende und 19117 eingehende Kon-
takte unterhalten. Davon dienen jeweils 19026 der Kommunikationen innerhalb der SZK.
Lediglich 1144 der ausgehenden Pfeile haben Destinationen auflerhalb der Komponente,
eine verschwindende Anzahl von 91 Beziehungen finden ihr Ziel dorthin von auflerhalb.
Allein diese Zahlen lassen erwarten, dass die Kompression eindrucksvolle Effekte erzeugen
wird und diese Erwartung wird nicht enttduscht: Das komprimierte Netz enth&lt nur noch
601 Knoten, davon natiirlich 6 Superknoten, und 614 Konditionale. Abbildung 4.6 ist zum
einen die umfangreiche Komplexitidtsreduktion anzusehen, zum anderen zeigt sich, dass
sich das Netzwerk um den Superknoten 1 herum gruppiert.

20



sistency
[ETeTeiaTeiaTetaTy] |5 s =ie]
LI LI . o

f Dependencies | LEG Structure | Impacts |

eeceee e— oeee @s v @

il

Abbildung 4.5: Facebook-like network, in Anlehnung an Opsahl u. Panzarasa (2009)

Das Diffusionspotenzial des Superknotens 1 ist immens. Der Abbildung 4.6 ist es leider
nicht zu entnehmen, daher geben wir den Wert hier an: etwa 519 [bit]. Das entspricht einer
Wahrscheinlichkeit von ca. 1071%6 fiir die Variablenausprigung 1, das Rezeptionspotenzial
ist dagegen vernachlissigbar gering mit der Gegenwahrscheinlichkeit von 1 — 10~1°6. Die
extreme Ausprigung der Potenziale ldsst sich auch hier mittels der Struktur des redu-
zierten Netzwerks erldutern. Von den insgesamt 614 Konditionalen beschreiben 555 die
ausgehende und nur 34 die eingehende Kommunikation des Superknotens 1. Damit nimmt

Tabelle 4.2: Zentralitdten vor und nach Kompression Opsahls Netzwerk

Opsahls Netz komprimiertes Opsahl-Netz
Knoten-Nr. cj{) Netzwergruppe | Knoten-Nr. 025
32 0,0721812 | SZK 1 Super 1 0,1516667
784 0,0136986 | Peripherie 784 0,0433333
10 0,0010537 | SZK 2 Super 10 0,0016667
433 0,0010537 | SZK 5 Super 433 0,0033333
20 0,0031612 | SZK 3 Super 20 0,0083333
187 0,0005269 | SZK 4 Super 187 0
1797 0,0005269 | SZK 6 Super 1797 0

Superknoten 1 ganz offensichtlich eine zentrale Position im Netzwerk ein — ruft man sich
den Ursprung der Daten in Erinnerung, scheint es nicht falsch, diese als ,information
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Abbildung 4.6: Reduziertes Netz zu Abbildung 4.5

hub“ (vgl. bspw. Kleinberg, 1999) zu bezeichnen.

Tabelle 4.2 zeigt einen Vergleich der out degree-Zentralititen (cj,) (vgl. Freeman, 1979)
ausgewihlter Akteure der einzelnen Netzwerkgruppen vor und nach Kompression des Netz-
werks.

Die Berechnungen wurden mit Scilab ausgefiihrt. Nicht {iberraschend ist der ,zentral-
ste“ Akteur (32) ein Vertreter der SZK 1. Den hochsten Zentralitdtswert auBerhalb von
SZK 1 nimmt der Akteur 784 ein; er gehort keiner SZK an. Die Vertreter der anderen
SZK folgen mit deutlichem Abstand. Wie in Abschnitt 3.2 erw#hnt, dndern sich die Zen-
tralitdten natiirlich mit der Kompression. Akteur 32 wird nun von dem Superknoten 1
reprasentiert und weist eine vergleichsweise hohere Zentralitit aus. Auch der Periphe-
rieknoten behélt seine hohe Zentralitdt bei. Die Ergebnisse der Knoten Super 10, Super
433 sowie Super 20 sind unspektakuldr. Fiir die SZK 187 bzw. 1797 sinkt die Zentralitét
hingegen auf Null. Fiir die jeweiligen Superknoten kann festgehalten werden, dass ihre
Zentralitdt lediglich auf dem bilateralen Verhéltnis beruhte. Beide SZK bzw. Superknoten
sind lediglich ,, Informationsempfinger*. Dieser Zusammenhang ist rein graphentheoreti-
scher Natur. Was bei der graphentheoretischen Betrachtung nicht offensichtlich wird, ist,
dass sich das Diffusions- und Rezeptionspozenzial auch bei Kompression nicht dndert. Ft-
was unsauber ausgedriickt, ist ihre informationstheoretische Position invariant gegeniiber
der Netzreduktion.

22



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Im Diskussionsbeitrag Nr. 481 der Fakultét fiir Wirtschaftswissenschaften an der Fern-
Universitit in Hagen wurde eine neue Form der Analyse von Interaktionen in Netzwerken
vorgestellt. Dazu priagt man einem gerichteten Netzwerk eine Konditionalstruktur und
in Folge eine solche Wahrscheinlichkeitsverteilung auf, deren Entropie minimal von der
der Gleichverteilung abweicht. Das damit intendierte Vorsichtsprinzip besagt: Wéahle eine
solche probabilistische Abhéngigkeitsstruktur, die kein nicht mitgeteiltes Wissen iiber das
Netz beinhaltet.

Fiir solche informationstheoretisch aufbereiteten Netze konnten dann neue Analyseinstru-
mente vorgestellt werden:

e cin Ma$ fiir die (Struktur-)Dichte des Netzes,
e Mafe fiir das Diffussions- und Rezeptionspotenzial aller Akteure,
e cin Ma#f fiir die Einbindung jedes Akteurs ins Netz

ete.

Multiple Netze — d.h. Netze mit mehreren Interaktionsarten — konnten ebenso modelliert
werden, wie die Trennung von Akteur und dem Interaktionssubstrat. Alle Netze sind in
der Expertensystem-Shell SPIRIT abbildbar, und die genannten Mafle werden von dieser
Shell bereitgestellt.

Bereits bei diesen Untersuchungen fiel auf, dass Akteure in sogenannten starken Zusam-
menhangskomponenten des Netzes informationstheoretisch nicht unterscheidbar sind; sie
alle haben gleiches Diffusions- und Rezeptionspotenzial. Hier setzt der aktuelle Diskussi-
onsbeitrag an.

Zunéchst wird die Darstellung der Wissensakquisition vereinfacht und auf die Losung der
zu stellenden Fragestellungen zugeschnitten. Dann erfolgt eine informationstheoretische
Charakterisierung von solchen Zusammenhangskomponenten und ihre Verdichtung zu so-
genannten Superknoten. Superknoten ersetzen diese Komponenten, wahren dabei jedoch
die gesamte konditionale Einbindung ins Netz. Es kann dann gezeigt werden, dass die
Verdichtung von — auch mehreren — Zusammenhangskomponenten den informationstheo-
retischen Charakter des Netzes nicht &ndert. Ein wenig lax gesagt: Die verbleibende Unsi-
cherheit=Entropie nach Erlernen der Struktur im reduzierten Netz ist der verbleibenden
Unsicherheit (nach Erlernen der Struktur) im wurspringlichen Netz gleich.
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Der Vorteil solcher Reduktionen liegt auf der Hand:
e Sie filtern Zusammenhangskomponenten aus dem Netz heraus,

e sie machen die Abhéngigkeiten zwischen Akteursgruppen transparent.

Ein kleines (18 Akteure mit 34 Konditionalen) und zwei groBere (750 Akteure mit
756 Konditionalen, 672 Akteure und 1703 Konditionale) werden untersucht, reduziert
und ihre informationstheoretischen Charakteristika erarbeitet. Die Reduktionseffekte
sind beeindruckend. Es schliefen sich einige Bemerkungen iiber das Netzwerk von
Opsahl u. Panzarasa (2009) an. Dieses ,facebook-like“ Netz hat 1899 Knoten und
20296 Konditionale. In dieser Form entzieht es sich der Berechenbarkeit durch SPIRIT
(Rodder, 2009), nicht aber das reduzierte Netz. In der reduzierten Form lassen sich
informationstheoretische Eigenschaften von Superknoten ableiten, die Schliisse {iber das
Originalnetz ermdglichen und {iber rein graphentheoretische Analysen hinausgehen.

Wie bereits in Diskussionsbeitrag Nr. 481 erwidhnt, sind die bisher untersuchten Netze
ein Spezialfall insofern, als alle Konditionale sicher sind. Die Frage der Berechnung aller
informationstheoretischen Indizes wie Netzdichte, Diffusion, Rezeption und Einbindung
fiir den Fall, dass die Konditionale nicht sicher, sondern mit einer von 1.0 verschiedenen
Wahrscheinlichkeit gelten, ist Gegenstand zukiinftiger Untersuchungen.
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